Twierdzenie Kreina-Smuliana
Wedtug W. Rudina

Niech X bedzie przestrzenig Banacha. Oznaczmy przez B do-
mknietq kule jednostkowq w X, a przez B* domknietq kule jed-
nostkowqg w X*. Niech E bedzie wypuktym podzbiorem X* takim,
Ze dla dowolnego r > 0 zbior EN(rB*) jest stabo* zwarty. Wow-
czas E jest stabo* domkniety.

Dowdéd: 1. £ JEST NORMOWO DOMKNIETY

Niech {p,}nen bedzie ciggiem Cauchy’ego w E. Poniewaz ciagi Cauchy’ego
sa zbiorami ograniczonymi, wszystkie jego wyrazy naleza do zbioru EN(rB*)
dla pewnego r > 0. Zbioér ten jest stabo* zwarty, a wiec stabo* domkniety, a
co za tym idzie normowo domkniety. Stad

lim ¢, € EN(rB*) C E
czyli E jest normowo domkniety.

2. TWIERDZENIE KREINA-SMULIANA WYNIKA Z NASTEPUJACEGO STWIER-
DZENIA:

Niech E C X* spetnia zalozenia twierdzenia Kreina-Smuliana. Jesli ENB* =
0, to istnieje x € X taki, ze Re (x,v¢) > 1 dla wszystkich ¢ € E.

Istotnie: Poniewaz E jest normowo domkniety, dla kazdego ¢ ¢ FE istnieje
r > 0 takie, ze

B, r)NE = 0.

Niech £ = r~Y(E — ). Zbiér E spelnia zalozenia twierdzenia Kreina-
Smuliana, a ponadto

ENB = {r'Y p+¢):9€E, |rie+y)
= {r'ie+v):9ek, lo+¢| <r}

Wiemy zatem, ze istnieje x € X taki, ze

Re (z,) > 1

<1}
= 0.

dla wszystkich ¢ € E. Innymi stowy ECH gdzie H jest stabo* dommknieta
polprzestrzenia:

H={ie X" :Re(z,v)>1}
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(staba* domknietosé H wynika z oczywistego faktu, ze ¢ — Re (x,1) jest
stabo* ciaglym funkcjonatem rzeczywistym na X*). Zauwazmy, ze 0 ¢ H.
Oznaczmy H =1 + rH. Wowczas

Ezi/H—rECw—i-rfI:H

i1y ¢ H. Tym samym wykazaliSmy, ze dla kazdego v ¢ E istnieje stabo*
domknigta poétprzestrzen Hy, taka, ze

ECHw%Ip.

Stad
E= () H,y

jest zbiorem stabo* domknietym.
3. FAKT

(| F°=rB,

Fcr—'B
|F|<oo

gdzie F° = {¢p € X*: [(x,¢)| <1 dla wszystkich z € F'}.
Istotnie: Niech F' = {xy,... ,z,} C r~'B i niech ¢ € rB*. woéwczas oczywi-
scie [{x, V)| < ||lzell|v]] < 1 dla k=1,2,...,n. Stad

rB* C ﬂ Fe.

Fcr—'B
|F|<oo

Z drugiej strony jesli v € X* i & rB* (tzn. ||| > r), to istnieje z € X taki,
ze x| =11|(z,¢)| =" >r. Wowezas y = r~lz € r 1B i [(y,¢)| == > 1.
Innymi stowy ¢ & F° dla F = {y} C r~'B.

4. DowOD STWIERDZENIA Z PUNKTU 2.

Skonstuujemy indukcyjnie ciag {F), }nez, skonczonych podzbiow X taki, ze
spetnione sg warunki:

I, nk, C B,
11, FEn---NnENEN((n+1)B*) = 0.
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Kladziemy Fy = {0}. Iy jest spelniony w sposéb oczywisty, a 1, wynika z
zalozenia o E i tego, ze {0}° = X*.
Przypusémy, ze mamy juz Fy, ..., Fy_1. Niech

Q=FN---NF_ NEN((k+1)B").
Jesli dla kazdego skoniczonego podzbioru F' C k!B mielibysmy F° N Q # 0,

to

QN (kB*) 0.

Wynika to stad, ze @) jako przecigcie stabo* domknigtych zbioréw F? (i =
1,2,...,k—1)istabo* zwartego zbioru £ N ((k + 1)B*) jest stabo* zwarty,
a na mocy faktu 3.

QNkB)=Qn (| F°= (] @nF°

FCk™'B Fck™'B

|F|<oo |F|<oo
Zbiory po prawej stronie powyzszej rownosci tworza scentrowang rodzine do-
mknietych podzbioréw zwartego zbioru (), a zatem maja niepuste przeciecie
(przeciecie skonczonej liczby tych zbioréw jest znéw zbiorem tej postaci). Za-
uwazmy jednak, ze Q N (kB*) # 0 stoi w sprzecznosci z warunkiem IT; ;.
Oznacza to, ze istnieje skonczony podzbiér Fy, C k™' B taki, ze Fy N Q = ()
lub innymi stowy taki, ze spetnione sa warunki I i I1.
Mozemy zatem kontynuowaé¢ konstrukcje i otrzymamy ciag Fi, Fs, ... skon-
czonych pozbiorow X taki, ze

EmﬁF,;’:@
k=1

(to wynika z I1,, dla wszystkich n).
Ustawmy elementy fj Fy w ciag {z,}nen. Wowcezas ||z,|| — 0 (bo F, C
n~!'B). Niech .

T: X* 39 +— {{xn, V) }nen € co.

Jest jasne, ze T' € B(X™*, ¢p). Ponadto T'(F) jest wypuklym podzbiorem co.
Poniewaz E N (] F{ = ) mamy
k=1

T = sup [{zn, )| > 1
neN
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dla wszystkich ) € E. Niech P = T(E). Jest jasne, ze ||y|| > 1 dla wszystkich
y € P. Stad oczywiscie P N {0} = (). Mamy wiec dwa roztaczne zbiory
wypukte P i {0} w ¢y przy czym jeden z nich jest domkniety, a drugi zwarty.
Istnieje zatem ¥ € (co)* = I' i o € R taki, ze

0=ReV¥(0) < o < ReV(y)

dla wszystkich y € P. Mozemy oczywiscie wziaé o'W zamiast U aby otrzy-
macé

1 < ReV(y)

dla wszystkich y € P. Mamy (co)* = I, wigc istnieje ciag liczb {a, nen taki,

o
ze Y |ay| < oo oraz
n=1

Re Z(xn,w >1
n=1

dla wszystkich 1 € E. Teraz wystarczy potozyé¢

o0
T = Zanxn c X.
n=1

Q.E.D.

W dowodzie korzystamy z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie o oddzielaniu
(okrojona wersja Twierdzenia 3.4 z ksigzki “Analiza Funkcjonalna”)

Niech A i B bedqg niepustymi, wypuktymi i roztgcznymi podzbiorami prze-
strzent Banacha X . Niech A bedzie zwarty, a B domkniety. Wowczas istnieje
U e X* oraz 01,0, € R take, Ze

Re¥(z) < 01 < 02 < Re¥(y)

dla wszystkich x € A 1y € B.



